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1. Числовые ряды

1.1. Определение ряда. Сходимость ряда. С=мма ряда.
Примеры

П	сть дана числовая последовательность ...,,...,,, 321 naaaa .

Выражение вида:

∑
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=+++++
1
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n

nn aaaaa (1)

называетсячисловым рядом.

Числа ...,...,,,, 321 naaaa  называются членами ряда, член na  с

произвольнымномером–общимчленомряда.
Примерырядов:
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С	ммы �онечно6о числа членов ряда:

nn aaaSaaSaS +++=+== ...,, 2121211 ,...

называютчастичными с=ммами ряда (1).
Та� �а� число членов рядабес�онечно, то частичные с	ммыряда

образ	ютбес�онечн	юпоследовательностьчастичныхс	мм:

...,...,,,, 321 nSSSS (2)

Ряд называетсясходящимся, если с	ществ	ет �онечный предел

S  последовательности е6о частичных с	мм при нео6раниченном

возрастанииномера n ,т.е.:

SSn
n

=
∞→

lim .

Предел последовательности частичных с	мм сходяще6ося ряда
называется с=ммой ряда. Символичес�иэто записывается та�:

......321 +++++= naaaaS или ∑
∞

=

=
1n

naS .

Если �онечный предел последовательности частичных с	мм не
с	ществ	ет,торядназываетсярасходящимся.

Пример1.По�ажем,чторяд:
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сходится.

Р еш е н и е .Возьмемс	мм	 nS первых n членовряда:
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Сла6аемыеэтойс	ммымо6	тбытьпредставленыввиде:
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Поэтом	:
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Отсюда:

1
1

1
1limlim =








+

−=
∞→∞→ n

S
n

n
n

.

Та�имобразом,рядсходитсяие6ос	ммаравна1.

Перечислимпростейшиесвойствасходящихсярядов.

1. Если ряд ......21 ++++ naaa  сходится � с	мме S , то и ряд

......21 ++++ naaa λλλ ,6деλ –заданноечисло,та�жесходитсяис	мма

е6оравна Sλ .

2.Еслиряды: ......21 ++++ naaa и ......21 ++++ nbbb

сходятсяиимеютсоответственнос	ммы
1S и 2S ,торяд:

...)(...)()( 2211 +++++++ nn bababa

та�жесходитсяие6ос	ммаравна
21 SS + .

3. Если ряд ......321 +++++ naaaa  сходится, то сходится и ряд,

пол	ченный из данно6о отбрасыванием �онечно6о числа членов.
На сходимость ряда не влияет отбрасывание любо6о �онечно6о

числа е6о первых членов.

Ряд,пол	ченныйизданно6оотбрасываниеме6опервых n членов,
называется n-мостатBомряда,т.е.:



∑
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++ =++=

1
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knnn aaar . (5)

4.Длято6очтобыряд ......321 +++++ naaaa сходился,необходимо

идостаточно,чтобы

0lim =
∞→

n
n

r .

1.2. Необходимый признаB сходимости ряда

Теорема.Еслиряд∑
∞

=1n

na сходится,тое6ообщийчленстремится�

н	лю,т.е.

 0lim =
∞→

n
n

a . (1)

Следствие(достаточныйпризна�расходимостиряда).Еслиобщий

членряданестремится�н	лю,т.е. 0lim ≠
∞→

n
n

a ,торядрасходится.

Условие (1) является необходимым для сходимости числово6о
ряда,нонедостаточным.

Пример.Рассмотримряд:
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Та�ой ряд называется AармоничесBим рядом. Необходимый
призна� сходимостидля это6о ряда выполняется:
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До�ажем,чтоданныйрядрасходится.Действительно,еслибыэтот

рядсходился,то,обозначаяе6ос	мм	через S ,мыбыимели:
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Отсюдаслед	ет,чторавенство 0)(lim 2 =−
∞→

nn
n

SS невозможно, т.е.

6армоничес�ий ряд расходится.
Далее по�ажем, что обобщенный 6армоничес�ийряд:

∑
∞

=1

1

n
pn
( 1>p ) (3)

сходится.

1.3. Достаточные признаBи сходимости знаBоположительных
рядов

Рассмотримрядсположительнымичленами:

++++=∑
∞

=
n

n

n aaaa ...21

1

..., (1)

�оторыйб	дем называть зна�оположительным.
Изтеоремыпределовизвестно,чточисловаяпоследовательность,

монотонно возрастающая и о6раниченная сверх	, имеет предел
(теоремаА).

Теорема В. Для то6о чтобы зна�оположительный ряд сходился,
необходимоидостаточно,чтобыпоследовательностье6очастичныхс	мм
была о6раничена.

Всил	теоремыАпоследовательностьчастичныхс	ммряда(1)имеет
предели,значит,рядсходится.

Рассмотрим не�оторые наиболее часто использ	емые призна�и
сходимости ирасходимости зна�оположительных рядов.

Теорема1(признаBсравнения).Даныдвазна�оположительных
ряда:

)0(......21 >++++ nn aaaa ; (2)

)0(......21 >++++ nn bbbb . (3)

П	стьчленыперво6оряданепревосходятсоответств	ющихчленов
второ6о ряда:

,...)2,1( =≤ nba nn . (4)

То6да справедливы след	ющие 	тверждения:
а)еслиряд(3)сходится,тосходитсяиряд(2);
б)еслирасходитсяряд(2),торасходитсяиряд(3).

Д о � а з а т е л ь с т в о .Обозначимчерез nS и
nS частичныес	ммы

рядов (2) и (3) соответственно. Из неравенства (4) след	ет оцен�а

nn SS ≤ ( ,...2,1=n ).



До�ажем	тверждениятеоремы.

1. Если ряд (3) сходится � с	мме S , то в сил	 теоремыВ е6о

частичные с	ммы о6раничены. Ясно, что SSn ≤ . Поэтом	 частичные

с	ммыряда(2)о6раниченыи,следовательно,ряд(2)сходится,ис	мма

е6онепревосходит S .
2.Ряд(2)расходитсяичастичныес	ммые6овозрастают,поэтом	

∞=
∞→

n
n

Slim .Значит, ∞=
∞→

n
n

Slim и,следовательно,ряд(3)расходится.

Отметимслед	ющее:
1)ряд(3)называетсямажорантнымрядомпоотношению�ряд	(2);
2) для применения призна�а сравнения необходимо иметь

стандартный набор сходящихся и расходящихся рядов, в частности,
можноиспользовать6еометричес�ийряд,6армоничес�ийиобобщенный
6армоничес�ий ряды.

Пример1.По�азать,чторяд:
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сходится.

Р е ш е н и е . Геометричес�ий ряд∑
∞

=1 6
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n
n
, знаменатель �оторо6о

1
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1
<=q , сходится. Поэтом	 сходимость исходно6о ряда след	ет из

призна�а сравнения и неравенства
nn 6
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5
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+
 ( 1≥n ).

Пример2.По�азать,чторяд:

...
7

1

5

1

3

1

12

1

1

+++=
+∑

∞

=n n

расходится.
Р е ш е н и е . Расходимость исходно6о ряда выте�ает из

расходимости 6армоничес�о6орядаинеравенства
nn 3

1

12

1
≥

+
 ( 1≥n ),

если воспользоваться призна�ом сравнения.



Теорема 2 (предельный признаB сравнения).Предположим,
что для рядов с положительными членами (2) и (3) выполняется

предельное соотношение K
b

a

n

n

n
=

∞→
lim , 6де K  – положительное число.

То6даэтирядывед	тсебяодина�ово,т.е.:
а)еслисходитсяряд(2),тосходитсяиряд(3);
б)еслирасходитсяряд(2),торасходитсяиряд(3).
Пример 4. До�азать сходимость ряда из примера 3, польз	ясь

предельным призна�ом сравнения.

Р еш е н и е .Использ	я для сравнения ряд∑
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1

n n
, вычисляем:
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Всил	п	н�таа)теоремыпол	чаемсходимостьисходно6оряда.

Пример5.По�азать,чторяд∑
∞

= ++
+

1
2 45
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n
расходится.

Р еш е н и е .Действительно,сравнимс6армоничес�имрядом:
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В сил	 п	н�та б) до�азанной теоремы пол	чаем расходимость
исходно6о ряда.

Применение призна�ов сравнения ино6да бывает затр	днительно
ввид	 необходимости составлять вспомо6ательный ряд с известным
поведением.Нес	ществ	ет	ниверсальныхрядов,спомощью�оторых
можнос	дитьосходимостиирасходимости�он�ретно6оряда.Поэтом	
рассмотримдостаточные	словия,позволяющиеисследоватьповедение
рядавзависимостиотс�оростистремленияобще6очленаряда�н	лю.

Теорема3(признаBДаламбера).П	стьдлязна�оположительно6о

ряда ......21 ++++ naaa  с	ществ	ет предел отношения послед	юще6о

члена�предыд	щем	 d
a

a

n

n

n
=+

∞→

1lim (возможно,ибес�онечность),то6да:

а)если 1<d ,тоданныйрядсходится;

б)если 1>d ,торядрасходится;

в) если 1=d , то данныйпризна� не дает ответа: рядможет �а�



сходиться,та�ирасходиться,вэтомсл	чаетреб	етсядополнительное
исследование.

Проиллюстрир	емнапримерахвсетриположениятеоремы3.

Пример6.По�азать,чторяд∑
∞

=

+

1 !

12

n n

n
сходится.

Р еш е н и е . Напомним, что !n  ( n -фа�ториал) определяется �а�

произведение всех нат	ральных чисел от 1 до n : nn ⋅⋅⋅= ...21!  и

справедливо !)1()!1( nnn +=+ .Поэтом	:
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Отсюда выте�ает сходимость данно6о ряда [положение а)
теоремы3].

Замечания.
1.Призна�Даламбераобычноприменяют,�о6даобщийчленряда

содержит по�азательн	юф	н�циюилифа�ториал.

2.Отношение n

n

n D
a

a
=+1  называютвариантойДаламбера.

Пример7.По�азать,чторяд∑
∞
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n
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Р еш е н и е .Имеем:
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Осталосьприменитьпризна�Даламбера,та��а� 13 >=d .

Теперьпродемонстрир	ем,чтовсл	чае 1=d  [положениев)]ряд
может�а�сходиться,та�ирасходиться.

Пример8.Рассмотрим6армоничес�ийряд ...
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1
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Пример9.Рассмотримобобщенный6армоничес�ийрядпри 2=p :
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Этотрядсходится,нодляне6о 1
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С	ществ	ютряды,для�оторыхвместопризна�аДаламбера	добнее
применить ради�альный призна� Коши.

Теорема 4 (радиBальный признаB Коши).  П	сть для

зна�оположительно6о ряда ......21 ++++ naaa  с	ществ	ет предел

n
n

n
a

∞→
= limρ (можетбытьибес�онечность),то6да:

а)если 1<ρ ,торядсходится;

б)если 1>ρ ,торядрасходится;

в)если 1=ρ ,тониче6оопределенно6ос�азатьнельзя–рядможет

�а�сходиться,та�ирасходиться.

Пример10.По�азать,чторяд
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Р еш е н и е .Вычислим:
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следовательно, выполняется положение а) теоремы4.

Пример11.По�азать,чторяд∑
∞
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расходится.

Р еш е н и е .Действительно,вэтомсл	чае:
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т.е.положениеб)теоремы4выполняется.
Отметим,чтоеслиприменимпризна�Даламбера,топоведениеряда

исслед	ется и с помощью ради�ально6о призна�а Коши. С др	6ой
стороны, с	ществ	ют ряды, о сходимости или расходимости �оторых
можно с	дить по призна�	 Коши, а призна�Даламбера приводит  �
сл	чаюв).



1.4. ЗнаBочеред=ющиеся ряды. Теорема Лейбница

До сих пор мы рассматривали ряды со зна�оположительными
членами. Ряды с неположительными членами отличаются от
соответств	ющихрядовснеотрицательнымичленамитоль�омножителем
–1,поэтом	вопрособихсходимостирешаетсяанало6ично.

Перейдемтеперь �рассмотрениюзна�очеред	ющихсярядов.Для
	добстваб	демсчитать,чтопервыйчлента�о6орядаположителен.То6да
знаBочеред=ющийся рядможно записать в виде:

∑
∞

=

++ −=+−++−+−
1

11

4321 )1(...)1(...
n

n

n

n

n aaaaaa , (1)

6де 0>na , ,...2,1=n .

Для зна�очеред	ющихся рядов имеет место след	ющий очень
простойдостаточныйпризна�сходимости.

ПризнаB Лейбница. Если члены зна�очеред	юще6ося ряда (1)
монотонно 	бывают по абсолютной величине:

...... 121 >>>>> +nn aaaa (2)

истремятся�н	лю

0lim =
∞→

n
n

a , (3)

торяд(1)сходитсяис	ммае6онепревосходитперво6очлена.

Следствие (оценBа остатBа знаBочеред=ющеAося ряда).
Остато�зна�очеред	юще6осяряда(1)поабсолютнойвеличинене

превосходитмод	ляперво6о из отброшенных членов.

Действительно,еслиотброситьn -первыхчленовряда(1),тоостато�

...)( 321 −+−±= +++ nnnn aaar  является зна�очеред	ющимся рядом и,

следовательно, е6о с	мма в сил	 теоремы по абсолютной величине

меньшеперво6очлена 1+na : 1+≤ nn ar .

1.5. Абсолютная и =словная сходимость знаBопеременных
рядов

Рассмотрим теперь ряды с членами произвольных зна�ов. Та�ие
ряды называются зна�опеременными рядами. Е6о частным сл	чаем
является зна�очеред	ющийся ряд.

Сформ	лир	емпризна�сходимости та�ихрядов.
Теорема(достаточныйпризнаBсходимостичисловоAоряда).
П	стьданряд:

∑
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=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa , (1)



члены �оторо6оимеют произвольные зна�и. То6да, если сходитсяряд,
составленный из абсолютных величин е6о членов:

......21

1

++++=∑
∞

=
n

n

n aaaa , (2)

тосходитсяиданныйряд(1).

Пример1.Исследоватьсходимостьряда:
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3

3sin

2

2sin

1

sinsin
222

1
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αααα
++=∑
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=n n

n
, (3)

6деα –любоечисло.
Р еш е н и е .Рассмотримряды:
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3

3sin

2

2sin

1

sinsin
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1
2
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n
(4)
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=n n
. (5)

Члены ряда (4) не больше соответств	ющих членов ряда (5). Но
ряд (5)сходится.Значит,ряд (4) та�жесходится,ивсил	до�азанной
теоремыряд(3)сходится.

До�азанный призна� сходимости произвольно6о ряда является
лишьдостаточным,ноненеобходимым:с	ществ	ютряды,�оторыесами
сходятся, норяды,составленныеиз абсолютныхвеличин членовряда,
расходятся.

Пример 2. Зна�очеред	ющийся ряд∑
∞

=

+−
1

1 1)1(
n

n

n
, �а� по�азано

было в п.1.4, сходится, а ряд из абсолютных величин, являющийся

6армоничес�имрядом∑
∞

=1

1

n n
–расходится.

Исходя из с�азанно6о все сходящиеся рядыможно разделить на
абсолютнои 	словно сходящиеся.

Еслиряд(1)сходитсявместесрядом,составленнымизабсолютных
величин е6о членов, то 6оворят, что ряд (1) сходится абсолютно
(абсолютно сходящийся ряд).

Из до�азанной теоремывыте�ает, что одной сходимостиряда (2)
	жедостаточнодляабсолютнойсходимостиряда(1).



Если ряд сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин
членов ряда, расходится, то данный ряд (1) называется =словно
сходящимся (неабсолютно сходящимся).

Пример 3. Исследовать сходимость зна�опеременно6о ряда

∑
∞
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1
2

1

1

)1()1(

n

n

nn

n
 и 	становить хара�тер сходимости (абсолютная,

	словная).
Р еш е н и е .Применим�данном	ряд	призна�Лейбница.
Первое е6о 	словие выполняется:

...
21

5

13

4

6

3

3

2
>>>> .

Второе	словие:

0
1

1
lim

2
=

++

+
∞→ nn

n

n

та�же выполняется.Следовательно, данныйряд является сходящимся.
Длято6очтобы	становитьхара�терсходимостиряда,рассмотрим

ряд,состоящийизабсолютныхвеличине6очленов,т.е.ряд

∑
∞

= ++
+

1
2 1

1

n nn

n
.

Применимпредельныйпризна�сравнения(см.теорем	2,1.3).Для

сравнения использ	ем 6армоничес�ий ряд∑
∞

=1

1

n n
:

01
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1
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2
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nn

nnn
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nn
.

Та� �а� 6армоничес�ий ряд является расходящимся, то и ряд,
составленный из абсолютных величин членов рассматриваемо6о ряда,
б	детта�жерасходящимся.Исходяизэто6оможносделатьвывод,что
данный зна�опеременный ряд сходится 	словно.

Надо отметить, что с абсолютно сходящимися рядами можно
оперировать�а�с�онечнымис	ммами.Вчастности,с	ммаабсолютно
сходяще6ося ряда неменяется при любой перестанов�е е6о членов.
Этопереместительное свойство абсолютно сходящихся рядов,
�отороене сохраняется для 	словно сходящихся рядов.

2. Степенные ряды. Ряды Тейлора



2.1. Ф=нBциональные ряды

Ряд:

 ∑
∞

=

=++++
1

21 )(...)(...)()(
n

nn xuxuxuxu (1)

называетсяф=нBциональным, если е6о члены являютсяф	н�циями

от переменной x . Давая переменной x  определенные числовые
значения, пол	чаем сходящиеся или расходящиеся числовые ряды.

Есливточ�е 0x ряд:

 ∑
∞

=

=++++
1

000201 )(...)(...)()(
n

nn xuxuxuxu

сходится,тоточ�а 0x называетсяточ�ойсходимостиряда(1).Еслиэтот

рядрасходится,то 0x –точ�арасходимостиряда(1).

Сово�	пность тех значений x , при �оторыхф	н�циональный ряд
(1)сходится,называетсяобластьюсходимостиэто6оряда.

Областьюсходимостиф	н�циональныхрядов частобывает �а�ой-
ниб	дьпромеж	то�числовойоси.

Пример1.Ряд:

 ∑
∞

=

=+++++
0

2 ......1
n

nn xxxx (2)

сходитсявинтервале(–1,1),та��а�прилюбом 1<x соответств	ющий

числовой ряд есть 6еометричес�ий ряд со знаменателем xq = . При

1≥x  этот рядрасходится. Следовательно, область сходимости ряда

(2)естьинтервал(–1,1).

Теперь перейдем � рассмотрению одно6о из важнейших �лассов
ф	н�циональных рядов, �оторыми являются степенные ряды.

2.2. Степенные ряды

Ряд вида:

∑
∞

=

=+++++
0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa (1)

называетсястепенным рядом.



Этоф	н�циональныйрядпостепеням ,...,...,,,1 2 nxxx ,поэтом	ряд

начинается с члена 0a , �оторый называется свободным членом. Для

	добства n -мчленомстепенно6оряданазываютчлен n

n xa , несмотря

нато,чтоонстоитна( 1+n )-мместе.Свободныйчленряда 0a считается

н	левым членом степенно6о ряда.
Насб	детинтересоватьнахождениеобластисходимостистепенно6о

ряда.
Отметимпреждевсе6о,чтостепеннойряд(1)сходитсявточ�е0.
Сформ	лир	ем теорем= Абеля, на �оторой основано из	чение

областисходимостирядов(1).
Теорема1.

а)Еслистепеннойряд(1)сходитсявточ�е 00 ≠x ,тоонсходится,и

притом абсолютно, в интервале ( )00 , xx− , т.е. при всех x ,

	довлетворяющих неравенств	 0xx < .

б)Еслистепеннойряд(1)расходитсяпри
1xx = ,тоонрасходится

и при вся�ом x , большем по абсолютной величине, чем 1x , т.е. при

1xx > .

Теорема Абеля по�азывает, что все точ�и сходимости степенно6о
ряда (1) расположены ближе � начал	 �оординат, чем точ�и
расходимости.

Надоотметить,чтоприисследованиисходимостистепенныхрядов
можно использовать достаточные призна�и сходимости
зна�оположительных рядов, та� �а� 	станавливается абсолютная
сходимостьряда.

Длястепенно6оряда(1)имеютместослед	ющиесл	чаи:

а)областьсходимостиряда(1)состоиттоль�оизоднойточ�и 0=x ,

т.е.рядрасходитсядлявсехзначений 0≠x ;

б)областьсходимостиряда(1)состоитизвсехточе�осиOx ,т.е.

рядсходитсяпривсех x ;
в)областьсходимостисостоитбольше,чемизоднойточ�и,причем

начисловойосиимеются�а�точ�исходимости,та�иточ�ирасходимости.

Вэтомсл	чаес	ществ	етта�оеположительноечисло R ,чтодлявсех



x ,помод	люменьших R ( Rx < ),рядабсолютносходится,адлявсех

x ,помод	любольших R ,рядрасходится.

Число R называютради=сомсходимостистепенноAоряда(1).

Дляп	н�таа) 0=R ,адляп	н�таб) ∞=R .

Сово�	пность всех x , при �оторых степенной ряд (1) сходится,
называетсяинтервалом сходимости ряда.

Областью сходимости степенно6о ряда (1) является интервал

( )RR,− , � �отором	в зависимостиот �он�ретных сл	чаевмо6	тбыть

добавлены �онцевые точ�и RR −, .

Рассмотрим примеры, иллюстрир	ющие сформ	лированные
положения а) – в).

Пример1.Исслед	емсходимостьряда∑
∞

=1n

n

n

x
.

Р еш е н и е .Применимпризна�Даламбера:
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следовательно, данный ряд сходится в интервале 11 <<− x . Ради	с

сходимости 1=R . Исслед	ем сходимость ряда на �онцах интервала

сходимости,т.е.вточ�ах 1=x и 1−=x .

Подставляя 1=x висслед	емыйряд,пол	чим6армоничес�ийряд

∑
∞

=1

1

n n
, �оторый является расходящимся.

При 1−=x  пол	чим зна�очеред	ющийся ряд ...
4

1

3

1

2

1
1 +−+−

...
1

)1(... +−+
n

n
, �оторый сходится на основании призна�аЛейбница.

Врез	льтатеимеемобластьюсходимостипромеж	то� )1,1[− .

Данныйпримерсоответств	етположениюв).



Пример2.Исслед	емсходимостьряда∑
∞

=1 !n

n

n

x
.

Р еш е н и е .Применимпризна�Даламбера:
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n

n

x

nn
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т.е. ряд расходится при всех x . Этот сл	чай соответств	ет
положениюб).

Отсюда в сил	 необходимо6о 	словия сходимостиряда выте�ает,

что 0
!

lim =
∞→ n

x
n

n
при ∞<<∞− x .

Пример3.Исслед	емсходимостьряда∑
∞

=1

!
n

nxn .

Р еш е н и е .Попризна�	Даламбера:
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1
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xn
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nn

n
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,

т.е.рядрасходитсяпривсех 0≠x [положениеа)].
Рассмотрим свойства степенныхрядов.
Сформ	лир	емслед	ющиетеоремы.
Теорема2.П	стьстепеннойряд:

∑
∞
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=+++++
0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa

имеет интервал сходимости ),( RR− , то6да он равномерно сходится

вн	триинтерваласходимости,т.е.рядравномерносходитсяналюбом

промеж	т�е ],[ rr− ,6де Rr <<0 .

Теорема3 (о непрерывностис=ммыстепенноAо ряда).
С	ммастепенно6оряда:

∑
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=+++++
0

2

210 ......
n

n

n

n

n xaxaxaxaa

является непрерывной ф	н�цией в �аждой точ�е е6о интервала
сходимости.



З а м е ч а н и е . Если степенной ряд имеет интервал сходимости

( RR,− )исходитсяна6ранице(например,при Rx = ),тос	ммаряда

непрерывнавточ�есходимости(вточ�е Rx = ).

Мы рассмотрели степенные ряды вида (1), расположенные по

степеням x .
Еслиис�лючитьвсюд	расходящиеся(�рометоч�и0)ряды,тодля

�аждо6о та�о6о ряда с	ществ	ет промеж	то� сходимости с центром в

точ�е 0=x  от R−  до R , 6де R  – ради	с сходимости, �онцыэто6о
промеж	т�ав�лючаютсяилинет,смотряпосл	чаю.

Рассмотримстепенныерядыболееобще6овида:

...)(...)()()( 0
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02010
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0 +−++−+−+=−∑
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n

n

n

n

n xxaxxaxxaaxxa ,

расположенные по степеням )( 0xx −  (вместо x ). Та�ой ряд не

отличаетсяс	щественноотрядавида(1),ибоприводится�нем	простой

заменой yxx =− )( 0  с точностьюдообозначенияпеременной.

Дляэто6оряда,еслионнеб	детвсюд	расходящимся(�рометоч�и

0x ),та�жес	ществ	етпромеж	то�сходимости,нонаэтотразсцентром

вточ�е 0x :от Rx −0 до Rx +0 .

Концые6о,�а�ивсл	чаеряда(1),мо6	тпринадлежать,номо6	ти
непринадлежатьобластисходимости.

1
lim

1+∞→

а

n

n

n аR = lim
∞→ nn а

R =

Радиссходимости, можно определить по форме:

,

2.3. Ряды Тейлора

Еслиф	н�цию )(xf можнопредставитьввидес	ммыстепенно6о

ряда, то 6оворят, что )(xf  разложена в степеннойряд, а сама )(xf

называется порождающейф	н�цией.

Изсвойствстепенныхрядовследет,что ф	н�ция )(xf

должна быть бес�онечно дифференцир	ема:

...)(...)()()( 0

2

02010 +−++−+−+= n

n xxaxxaxxaaxf (1)



Ита�,еслиф	н�ция )(xf разла6аетсявстепеннойрядпостепеням

0xx − ,тоэтотрядимеетслед	ющийвид:
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Пол	ченный ряд называетсярядом Тейлора ф=нBции )(xf , а

е6о�оэффициенты–�оэффициентамиТейлораф"н�ции )(xf вточ�е 0x .

Вчастномсл	чае,при 00 =x ,ряд(2)принимаетвид:
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(3)

и называетсярядомМаBлорена ф=нBции )(xf .

Та�имобразом,	становленослед	ющее	тверждение.

Теорема 1. Еслиф	н�ция )(xf  разла6ается в степеннойрядпо

степени 0xx − ,тоэтотрядобязательноявляетсяеерядомТейлора(или

Ма�лоренавсл	чае 00 =x ).

Следствие.П	сть 0>R .Предположим,что∑
∞

=0n

n

n xa и∑
∞

=0n

n

n xb –

степенныеряды, сходящиеся при RxR <<− . Если∑
∞

=0n

n

n xa =∑
∞

=0n

n

n xb

( RxR <<− ),то ,...)2,1,0( == nba nn .

Теорема2.Длято6очтобыбес�онечнодифференцир	емаявточ�е

x ф	н�ция )(xf являласьс	ммойсоставленно6одлянеерядаТейлора

(Ма�лорена), необходимо и достаточно, чтобы дополнительный член

)(xRn стремился�н	люпри n ,стремящемся�бес�онечности.

2.4. Разложение неBоторых элементарных ф=нBций в ряды
МаBлорена. Биномиальный ряд

1. Разложение в рядМаBлоренаф=нBции x
e .

Имеем xn exfxfxf ===′′=′ )(...)()( )( ,от�	дапри 0=x пол	чаем



1)0(...)0()0( )( ===′′=′ nfff . По форм	ле (3) составим ряд

Ма�лорена:
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оторыйсходитсянавсейчисловойоси.

2. Разложение ф=нBции xsin .

Имеем xxf sin)( = , xxf cos)( =′ , xxf sin)( −=′′ , xxf cos)( −=′′′ ,

xxf IV sin)()( = , ... . При 0=x  0)0( =f , 1)0( =′f , 0)0( =′′f ,

1)0( −=′′′f , 0)0()( =IVf ,....

Врез	льтатепол	чаем:
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По призна�	Даламбера:
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т.е.рядсходитсяабсолютнонавсейчисловойоси.
Длярядов(1)и(2)можнодо�азатьтеорем	3изп.2.3,т.е.обаряда

сходятся�порождающимихф	н�циям.

3. Разложение в рядМаBлорена ф=нBции xcos может быть
пол	чено дифференцированием степенно6о ряда (2), т.е.

∑
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1cos

n

nn

n

x

n

xxxx
x

4

( ∞<<∞− x ).(3)

Разложение (3) исслед	ется с помощью теоремы 3 п.2.3, �а� и

разложение xsin .
Та�им образом, на этих примерах по�азано, что при разложении

ф	н�цииврядМа�лоренасначалан	жнопол	читьпроизводныевточ�е

0=x исоставитьряд,азатемнайтиинтервалсходимостииспомощью
теоремы3п.2.3до�азатье6осходимость�порождающейф	н�цииили
исследоватьостаточный членвинтервалесходимости.
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